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Annotatsiya: Mazkur maqolada ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning karrali va
takroriy limitlari orasidagi o‘zaro munosabatlar chuqur tahlil gilingan. Ishda karrali
limit mavjud bo‘lganda takroriy limitlarning mavjudligi va ularning qiymatlari bilan
bog‘liq teoremalar va ushbu teoremalardan kelib chigadigan natijalar keltirilgan
hamda gat’iy matematik isbotlar orqali asoslab berilgan. Shuningdek, takroriy
limitlar mavjud bo‘lib, karrali limit mavjud bo‘lmagan holatlar hamda aksincha
vaziyatlar misollar yordamida ko‘rsatib berilgan. Keltirilgan misollar orqali ko‘p
o‘zgaruvchili funksiyalar limitlarini hisoblashda karrali va takroriy limit
tushunchalarining bir-biriga bog‘liq emasligi yoki muayyan shartlar ostida
tenglashishi yoritilgan.

Kalit so‘zlar: ko‘p o‘zgaruvchili funksiya, karrali limit, takroriy limit,
limitning mavjudligi, ketma-ketliklar usuli, matematik analiz, limitlar nazariyasi,
funksiyalar limitlari, oliy matematika.

AnHoTanus: B 1aHHOI cTaThe MpoBeIEH yIiIyOJIEHHBIN aHATN3 B3AUMOCBSI3H
MCKAY KPAaTHbBIMHU W IMOBTOPHBIMU IIPCICIIaMU (bYHKIII/Iﬁ MHOTI'HX IICPCMCHHBIX. B
pa60Te IMPUBCACHBI TCOPEMEI, CBA3AHHBIC C CYIICCTBOBAHUCM ITOBTOPHLIX ITPEACIIOB
IIpH HAJIWM4YHMK KPATHOI'o IIPCACiid, 4 TAKXKC PC3YyJIbTAaTbl, BBITCKAIOIMWC M3 I3THX
TECOPEM, KOTOPBIC 000CHOBAHBI CTPOTMMHN MATCMATHUYCCKHMH AOKAa3aTCIbCTBAMMU.
KpOMe TOro, C MIOMOILIBIO ITPUMEPOB ITOKA3aHEBI CITyYadHr, KOT1d ITIOBTOPHBIC ITPCACIIbI
CYIIECTBYIOT, TOTJ]a KaK KpaTHBIN MpeJen He CYIEeCTBYET, 1 Hao0opoT. Ha ocHoBe
NPUBEAEHHBIX TPUMEPOB PACKPBIBAETCS, YTO IIPHU BBIYUCICHUH MPEAETIOB PYHKIUI
MHOTHUX IICPCMCHHBIX IMOHATHUA KPATHOT'O U IMOBTOPHOTO IMPCACIOB MOTYT OBITH KaK
HC3aBUCUMBIMHU JPYT OT JpyTra, TaK U COBIIAJIaTh IIPU BBIITOJHCHUHN OHpeI[eJ'IéHHLIX
YCJIOBUH.

KaroueBble cjioBa: (QyHKIMS MHOTHX TE€PEMEHHBIX, KpaTHBIA Mpened,
ITOBTOPHBIM TIpENIe)l, CYIIECTBOBAHUE IIpPElesia, METOJ MOCIEA0BATEIbHOCTEN,
MaTeMaTUYeCKU aHaJu3, TEOpUs TMPEJENoB, TMpeaenbl (DYHKIUH, BbICIIAs
MaTreMaTuKa.

Annotation: This article provides an in-depth analysis of the relationship
between multiple and iterated limits of multivariable functions. The paper presents
theorems concerning the existence of iterated limits under the condition that a
multiple limit exists, along with results derived from these theorems, which are
justified through rigorous mathematical proofs. In addition, examples are given to
illustrate cases in which iterated limits exist while the corresponding multiple limit
does not, as well as the converse situations. The presented examples demonstrate
that, in the process of computing limits of multivariable functions, the concepts of
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multiple and iterated limits may be independent of each other or may coincide under
certain conditions.

Keywords: multivariable function, multiple limit, iterated limit, existence of
limits, sequence method, mathematical analysis, limit theory, limits of functions,
higher mathematics.

Kirish

Matematik analiz fanida ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi muhim
bo‘limlardan biri bo‘lib, unda funksiyaning limitlari, uzluksizligi va
differensiallanuvchanligi kabi tushunchalar asosiy o‘rin tutadi. Ayniqgsa, ikki va
undan ortiq o‘zgaruvchiga bog‘liq funksiyalarning limitlarini o‘rganish nazariy va
amaliy jihatdan murakkab masalalardan hisoblanadi. Bunday funksiyalar uchun
limit tushunchasi bir nechta yondashuvlar orgali aniglanadi, jumladan, karrali limit
va takroriy limit tushunchalari keng qo‘llaniladi [1].

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar limitlari masalasida asosiy muammolardan
biri karrali va takroriy limitlar orasidagi o‘zaro bog‘liglikni aniglashdan iboratdir.
Ma’lumki, ayrim hollarda takroriy limitlar mavjud bo‘lsa-da, karrali limit mavjud
bo‘lmasligi mumkin yoki aksincha, karrali limit mavjud bo‘lib, takroriy limitlar
mavjud bo‘lmasligi holatlari uchraydi. Shu sababli bu ikki tushunchaning o‘zaro
munosabatlarini aniq shartlar asosida tahlil gilish matematik analiz nazariyasini
chuqurlashtirishda muhim ahamiyat kasb etadi.

Materiallar va usullar

Mazkur maqgolada ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun karrali va takroriy
limitlarning mavjudligi, ularning tengligi hamda bir-biridan farg giladigan holatlari
batafsil o‘rganiladi. Ishda karrali limit mavjud bo‘lgan sharoitda takroriy
limitlarning mavjudligi va ularning qiymati bilan bog‘liq teoremalar keltirilib, qat’iy
matematik isbotlar orgali asoslab beriladi. Shuningdek, misollar yordamida karrali
va takroriy limitlar o‘rtasida bog‘liqlik mavjud bo‘lmagan holatlar ham ko‘rsatib
beriladi.

Natijalar va muhokama.

1-teorema. Agar

1) (x4,%5) = (x9,x9) da f(x4, x,) funksiyaning (karrali) limiti:

lim f(x4,%x,) =d
L (x1,%2)

mavjud,;
2) har bir tayinlangan x, da quyidagi
lim f(xq,%X;) = @(x4)

Xy X9
limit mavjud bo‘lsa, u holda

lim lim f(xq,x,)
X1 —2X9 XX

takroriy limit ham mavjud bo‘lib,

lim lim f(x1,%x;) =d
X1 —X] Xp—oX5

bo‘ladi [2].
Isboti: f(x,,x,) funksiya (x;,x,) = (x,x9) da karrali
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lim f(x4,x,) =d
(%1,%2)~(x9,x3) v

limitga ega bo‘lsin. Limitning ta’rifiga ko‘ra, Ve > 0 olinganda ham, shunday
& > 0 topiladiki, ushbu
{(x,%,) ER?*:|x; —xV| <8, |x, —x9| <8} c M
to‘plamning barcha (x4, x,) nugtalari uchun
[f(x1,%2) —d| <e

bo‘ladi.

Endi teoremaning 2) shartini inobatga olib, x; o‘zgaruvchining |x; — x?| < &8
tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatini tayinlab, x, — x93 da |f(x;,x,) —d| < &
tengsizlikda limitga o‘tib

lp(x) —d| < ¢
ni topamiz. Demak, Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 topiladiki,
|x; — x9| < & bo‘lganda
lp(x1) —d| < ¢
bo‘ladi. Bu esa
lim @(x;) =

X1 —>X1
bo‘lishini bildiradi. Keyingi munosabatdan

lim lim f(x4,x,) =
X1 X9 X5 -X)

bo‘lishi kelib chiqadi. m
2-teorema. Agar
1) (x4,%,) = (x2,x9) da f(x,, x,) funksiyaning karrali limiti:
lim f(x4,x,) =d
(x1,%2)-(x3,x3
mavjud,;
2) har bir tayinlangan x, da quyidagi

lim f(X1,X2) = ¢(x3)

X1-Xq
limit mavjud bo‘lsa, u holda

lim lim f(xq,%;)
X2 X3 X1-X]

takroriy limit ham mavjud bo‘lib,

lim lim f(x,,x,) =
X3 X9 X1 %)

bo‘ladi [8].
Isboti: f(x,,x,) funksiya (x;,x,) = (x,x9) da karrali
lim f(x4,x,) =d
(x1,%2)~(x9,x9)
limitga ega bo‘lsin. Limitning ta’rifiga ko‘ra, Ve > 0 olinganda ham, shunday
6 > 0 topiladiki, ushbu
{(x,%,) ER%:[x; —x)| <8, |x, —xI| <8} c M
to‘plamning barcha (x4, X,) nuqtalari uchun
f(xq,%x;) —d| <e

bo‘ladi.
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Endi teoremaning 2) shartini inobatga olib, x, o‘zgaruvchining |x, — x3]| < 8
tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatini tayinlab, x; — x? da |f(x;,x,) —d| < ¢
tengsizlikda limitga o‘tib

lo(xz) —d| <«
ni topamiz. Demak, Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 topiladiki,
|x, — x9] < § bo‘lganda
lo(xz) —d| <«
bo‘ladi. Bu esa
lim @(x;) =d

X2—2XH
bo‘lishini bildiradi. Keyingi munosabatdan

lim lim f(x,,x,) =d
X3 —2X9 X1 ox)

bo‘lishi kelib chiqadi. m

Ushbu yugoridagi ikkita teoremadan quyidagi natija kelib chigadi:

Natija: Agar bir vaqtning o‘zida 1 va 2-teoremalarning shartlari bajarilsa, u
holda

o o f(x1,%z) = lim lim f(x1,x;) = lim lim f(x4,%3)
(X1.X2)—’(X1,X2 X12X1 X22Xy X2 2X; X1 2Xq

bo‘ladi [7].
1-misol. Ushbu
(xi +x3)x7x3

f(Xli XZ) = 2 2

1 —cos (x] + x5)
funksiyaning (0,0) nuqtadagi karrali va takroriy limitlarini hisoblang.
Yechish: Avvalo karrali limitni topamiz:
(xi +x3)xix3 . (xf +xDxixs _

im = i
2 2 2 2
(XIIXZ)_)(OrO) 1 - COS (Xl + Xz) (XliXZ)_)(OJO) Zsinz Xl + XZ
2
X2 +x3 5, X% + x5 )
*X1X5 — 2X1X
= 1 2 = im 2 . 172 _
(x1%2)=>(00) ., XF+X5  (aux2)~00 | . xF+x5| xF+x5
Sin< ———= sin ———=
2 2
2 4 o2
Xi + X5 -
—2 dim | —Z | g 29
(x1,%2)—(0,0) sin X% + X% (x1,%2)—(0,0) x% + X%'
2 - - - -
So‘ngra X; = rcos @,x, = rsin ¢ almashtirish bajaramiz. U holda
2,2 4 2 142
lim % = Tim > (psm. ®  _ limr2cos? @sin? ¢ = 0.
(x1%2)=(0,0) xf + x5 r-0r12(cos? @ +sin? @) r-0
Demak,
2 1 w2)¢2+2
lim (X1 + X3)X1X3 —0
(x1x2)=>(0,0) 1 — cos (xZ +x3)
Endi
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(xF + x3)xix3

f(xq,%,) =
(x1,3) 1 —cos (x¥ +x3)
funksiyaning takroriy limitlarini hisoblaymiz.
2 1 4222
X1 + X5)X{X 0
lim limf(x;,x,) = lim lim Gt ZZ ~Z = lim ———— =0,
X1-0%;-0 1 x1-0%,-0 1 — cos (x{ +x5) x1~01— cos x{
2 4 42242
X1 + X5)X{X 0
lim lim f(x;,x,) = lim (1 22 ! 22 = lim —=0.
X2—0%1 -0 X;~0x,20 1 — cos (X{ +X5) %2201 — cos xj
Demak,
(< + xpxxg
f(xq,%5) =

1 —cos (x¥ +x3)

funksiyaning takroriy limitlari (0,0) ga teng ekan. Ya’ni karrali va takroriy
limitlar bir-biriga teng ekan [3].

2-misol. Quyidagi
In (x; + e*2)

f(x4,%,) =
v VxZ + %3
funksiyaning (1,0) nuqgtadagi karrali va takroriy limitlarini hisoblang.
Yechish: Eng avvalo karrali limitni topamiz:

In (x; +€*2)

lim In2.
(x1,%2)~(1,0) le + X%
Demak,
_ In (x; + e*2)
lim = In2.
(x1,%2)~(1,0) lx% + X%
Endi

In (Xl + eXZ)

2 2
VXTI + X5
funksiyaning takroriy limitlarini hisoblaymiz:
In (x; + €*2) . In (x; +1)
= 11m -—F=

f(Xlt XZ) =

lim limf(xq,%x,) = lim In2,
X1—21X,-0 X4 ( 1 2) X1—1X, -0 /X% + X% x1—1 X1

. limf( ) " In (x; + €*2) y In (1 + e*2) In2

im limf(xy,x,) = lim = lim ————— = In2.
X2—>OX1—)1 1 XZ—)OX1—>1 ’X% + X% X2—>0 ’1 + X%

Int=0=1.
Demak,

In (x;+€*2)

f(x1, %) =
’x§+x§

funksiyaning takroriy limitlari (In2,In2) ga teng ekan. Ya’ni karrali va
takroriy limitlar bir-biriga teng ekan [4].

Ba’zi bir ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning limitini topayotgan vaqtda
karrali limit mavjud, ammo takroriy limitlar mavjud bo‘lmaydi yoki aksincha
takroriy limitlar mavjud bo‘ladi, karrali limitlar esa yo‘q. Bunda karrali limitni
topishni takroriy limitni topishga alogasi bo‘lmaydi yoki aksincha [5]. Shuning
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uchun, biz quyida karrali va takroriy limitlarning bog‘liq emasligiga doir bir nechta
misollar ko‘rib chigamiz:
3-misol. Ushbu
X1X3
) = e o =)
funksiyaning (0,0) nuqtada karrali va takroriy limitlari mavjudmi?
Yechish: Takroriy limitlarni topishni garaylik:

2,2
: X1X2
lim hmf(xl,xz) = lim lim =0,
X1 —0X,—0 X, —0X,—0 x1x2 + (%1 — X,)?
2,2
X1X2
lim lim f(x;,x,) = lim = 0.
X,—0x,—0 X,—0x,-0 X1X2 + (Xl — XZ)
Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari O ga teng ekan. Ravshanki,
lim lim f(x,,x,) = lim limf(xq,x,).
X1—0X,—0 X,—0x,-0 1

Shuni ta’kidlash lozimki, bu funksiyaning (0;0) nuqtadagi karrali limiti
mavjud emas. Hagigatdan ham, (0; 0) nugtaga intiluvchi

11

Gan Xon) = (£1=) = (00
1 1

(Khm X3 = (2= =) = (0,0

ketma-ketliklar mos ravishda

11
n? n?
X1, X = =1,
f(ln Zn) ii_l_(l_l)z
nZ n?2 n n
11 .
r I} _ n2 n2
f(XlanZn - 1 1 1 1 2 4112 _|_1
zwtGEta)

bo‘lib,
limf(xyp,Xon) = 1,
limf(xy, ', X, ') =0
bo‘ladi [6]. Bu esa berilgan funksiyaning karrali limitining mavjud emasligini
ko‘rsatadi.
Xulosa
Mazkur maqolada ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun karrali va takroriy
limit tushunchalari, ularning mavjudligi hamda o‘zaro bog‘liglik masalalari batafsil
tahlil qilindi. Tadqiqot davomida karrali limit mavjud bo‘lgan sharoitda takroriy
limitlarning mavjudligi va ularning qiymati karrali limitga teng bo‘lishi bilan bog‘liq
teoremalar keltirildi hamda qgat’ity matematik isbotlar orqali asoslab berildi.
Shuningdek, maqolada karrali va takroriy limitlar o‘rtasida bevosita bog‘liglik
mavjud bo‘lmagan holatlar ham aniq misollar yordamida ko‘rsatildi. Xususan,
ayrim funksiyalar uchun takroriy limitlar mavjud bo‘lsa-da, karrali limitning mavjud
emasligi yoki aksincha holatlar yuz berishi mumkinligi yoritildi. Bu holatlar ko‘p
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o‘zgaruvchili funksiyalar limitlarini hisoblashda faqat takroriy limitlarga tayangan
holda umumiy xulosa chigarish har doim ham to‘g‘ri bo‘lmasligini ko‘rsatadi.
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